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Abstract. We introduce a q-analog of the polyanalytic Bargmann transform on C.
RE´SUME´. Nous introduisons une version q-deforme´e de la transformation de Bargmann polyanalytique sur C.
1. Introduction et e´nonce´ des re´sultats
Dans [1], Bargmann avait introduit une transformation bien ce´le`bre qui applique isome´triq-
uement l’espace L2(R) sur l’espace de Fock des fonctions entie`res de carre´ inte´grables par
rapport a` la mesure Gaussienne e−zz¯dλ ou` dλ de´signe la mesure de Lebesgue sur C. E´tant
fortement lie´e au groupe de Heisenberg cette transformation peut eˆtre vue comme une trans-
formation de Fourier avec feneˆtrage [19]. D’ou` le roˆle important qu’elle joue en traitement
du signal et dans l’analyse harmonique sur l’espace des phases [17].
Il est aussi possible d’intrepre´ter le noyau de cette transformation en termes des e´tats
cohe´rents [20] associe´s a` l’Hamiltonien de l’oscillateur harmonique dont les e´tats quantiques
appartiennent a` L2(R). Plus pre´cisement, un e´tat cohe´rent est repre´sente´ par une fonction
d’onde normalise´e que l’on de´finit a` l’aide d’une superposition assez particulie`re de fonctions
propres de l’Hamiltonien. C’est un fait bien connu que les fonctions propres de l’oscillateur
harmonique sont donne´es par les fonctions d’Hermite. Il se trouve aussi que dans la superpo-
sition de ces e´tats qui de´finit l’e´tat cohe´rent |z〉 indexe´ par le nombre z = q+ ip appartenant
a` l’espace des phases C, les coefficients apparaissent sous la forme
(1.1) hj(z) :=
zj√
j!
, j = 0, 1, 2, ... .
qui n’est autre que celle des e´le´ments de la base de l’espace de Fock qui sera de´signe´ par
F(C). En notant B cette transformation, l’image d’une fonction arbitraire f ∈ L2(R) s’e´crit
(1.2) B[f ](z) := π−14
∫
R
e−
1
2
z2−1
2
ξ2+
√
2ξzf(ξ)dξ, z ∈ C.
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Par ailleurs, il a e´te´ de´montre´ [11] que l’espace F(C) co¨ıncide avec le noyau
(1.3) A0(C) := {ϕ ∈ L2(C, e−zz¯dλ), ∆˜ϕ = 0}
de l’ope´rateur diffe´rentiel du second ordre
(1.4) ∆˜ := − ∂
2
∂z∂z¯
+ z¯
∂
∂z¯
.
Ce dernier, suppose´ agir sur l’espace de Hilbert H := L2 (C, e−zz¯dλ), peut suite a` un en-
trelacement unitaire (ground state transformation), paraˆıtre sous la forme de l’ope´rateur de
Schro¨dinger associe´ au mouvement projete´ sur le plan R2 d’une particule a` spin non nul,
charge´e et plonge´e dans un champ magne´tique uniforme et normal au plan. Le spectre de
∆˜ relativement a` H est constitue´ de valeurs propres ǫm := m ∈ Z+, chacune e´tant de mul-
tiplicite´ infinie, appele´es niveaux de Landau Euclidiens. Notons qu’a` chaque valeur propre
est associe´ un espace propre
(1.5) Am(C) := {ϕ ∈ H, ∆˜ϕ = ǫmϕ}
aussi appele´ “true-polyanalytic Bargmann space” dans [16, 8] dont une base orthonormale
est donne´e par les fonctions
(1.6) hmj (z) := (−1)m∧j (m!j!)−1/2 (m ∧ j)!|z||m−j|e−i(m−j)arg(z)L(|m−j|)m∧j (zz¯), z ∈ C
en termes des polynoˆmes de Laguerre L
(α)
n (.) ([4], p.47) ou` m ∧ j = min(m, j).
Il fut donc naturel de faire jouer aux e´le´ments hmj (z) le meˆme roˆle que celui des hj(z) a`
savoir des coefficients dans une nouvelle superposition des fonctions propres de l’oscillateur
harmonique. Les e´tats cohe´rents qui en re´sultaient ont fourni une transformation de Bargmann
ge´ne´ralise´e note´e Bm : L2(R)→ Am(C) ayant pour expression [3]:
(1.7) Bm[f ](z) = (−1)m(2mm!
√
π)−
1
2
∫
R
e−
1
2
z2−1
2
ξ2+
√
2ξzHm
(
ξ − z + z¯
2
)
f(ξ)dξ
ou` Hm(.) est le polynoˆme d’Hermite ([4], p.59). Plus d’informations sur Bm se trouvent dans
[8] et les re´fe´rences qui y figurent.
Notons que les coefficients (1.6) se laissent aussi s’exprimer a` l’aide des polynoˆmes d’Hermite
complexes a` deux dimensions, note´s Hr,s(z1, z2), qui furent introduits par Itoˆ [7] dans le con-
texte des processus de Markov complexes. Pre´cise´ment, (m!j!)1/2 hmj (z) = Hm,j(z, z¯) ou`
(1.8) Hr,s(z, w) =
r∧s∑
k=0
(−1)kk!
(
r
k
)(
s
k
)
zr−kws−k, r, s = 0, 1, 2, ... .
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Tout re´cemment, Ismail et Zhang [2] ont introduit une version q-de´forme´e des polynoˆmes
Hr,s(z, w) dont l’expression est
(1.9) Hr,s(z, w|q) =
r∧s∑
k=0
[
r
k
]
q
[
s
k
]
q
(−1)kq(k2)(q; q)kzr−kws−k, z, w ∈ C
ou`
(1.10)
[
n
k
]
q
:=
(q; q)n
(q; q)n−k(q; q)k
, (a; q)n :=
n−1∏
k=0
(
1− aqk) , k = 0, 1, · · · , n.
Ces polynoˆmes s’e´crivent aussi
(1.11) Hr,s(z, w|q) = (−1)r∧s (q; q)r∨s
(q; q)|r−s|
q(
r∧s
2 )|z||r−s|e−i(r−s)arg(z)Pr∧s
(
zw; q|r−s||q)
a` l’aide des polynoˆmes de Wall Pn(·, a|q) ([4], p.107) ou` r ∨ s = max(r, s).
Ce nouveau mate´riel nous conduit donc a` proposer une version q-de´forme´e de la trans-
formation (1.7). Le noyau d’une telle transformation sera obtenu en superposant des q-
de´forme´es des fonctions d’Hermite a` l’aide des q-de´forme´s des coefficients hmj (z), que nous
proposerons de la forme
(1.12)
hm,qj (z) :=
(−1)m∧j(q; q)m∨jq(
m∧j
2 )
√
1− q|m−j||z||m−j|e−i(m−j)θ
(q; q)|m−j|
√
qmj(q; q)m(q; q)j
Pm∧j
(
(1− q)zz¯; q|m−j||q)
que l’on se procure a` partir de (1.11) en remplac¸ant w par z¯ et en normalisant le polynoˆme
obtenu. Et pour s’assurer de la consistance d’un tel choix de coefficients, il suffira de revenir
a` la de´finition du polynoˆme de Wall
(1.13) Pn(x; a|q) := 2φ1
(
q−n, 0
aq
|q; qx
)
a` l’aide de la fonction q-hyperge´ome´trique 2φ1 dont le comportement
(1.14) lim
q→1 2
φ1
(
q−n, 0
qα+1
|q; q(1− q)x
)
= 1F1
(
−n
α + 1
|x
)
=
n!
(α + 1)n
L(α)n (x)
permettra de re´cupe´rer le polynoˆme de Laguerre en tenant compte que ce dernier s’exprime
aussi en terme de la fonction hyperge´ome´trique 1F1. Effectivement, un calcul de´taille´ permet
d’aboutir a` limq→1 h
m,q
j (z) = h
m
j (z).
A pre´sent, nous choisissons comme q-analogues des e´tats propres de l’oscillateur har-
monique les fonctions de´finies par
(1.15) ϕqj(ξ) :=
√√
2ωq(
√
2ξ)
(q; q)j
Hj
(√
1− q
2
ξ|q
)
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en termes des polynoˆmes q-Hermite continus Hn(·|q) ([21], p.381), ou`
(1.16) ωq(u) :=
(q; q)∞
√
1− q
4π
√
1− (1− q)u2/4
∏
k≥0
(1 + (2− u2(1− q))qk + q2k).
Les fonctions que nous avons conside´re´es dans (1.15) forment un syste`me orthonormal sur
l’intervalle Iq :=] −
√
2√
1−q ,
√
2√
1−q [. C’est-a`-dire,
(1.17)
∫
Iq
ϕqj(ξ)ϕ
q
k(ξ)dξ = δjk.
Cela nous permettra de de´finir un nouveau e´tat cohe´rent via la superposition
(1.18) |z,m, q〉 = (Nm,q(zz¯))−
1
2
∑
j≥0
hm,qj (z)|ϕqj〉,
ou` (Nm,q(zz¯))
−1
2 est un facteur de normalisation que l’on peut de´duire par calcul a` partir de
la relation (1.28) ci dessous. Pre´cise´ment
(1.19) Nm,q(zz¯) = q
−m(q1−m(1− q)zz¯; q)m
(q−m(1− q)zz¯; q)∞ .
Cependant, la condition de finitude du facteur (1.19) contraint la variable d’indexation z a`
ne pas quitter le domaine
(1.20) Cq,m := {z ∈ C, (1− q)zz¯ < qm}
chose que l’on peut de´duire en exigeant a` la quantite´ (q−m(1− q)zz¯; q)∞ d’eˆtre finie. Ainsi,
lorsque z parcourt Cq,m on obtiendra un ensemble d’e´tats cohe´rents |z,m, q〉 tels que l’inte´grat-
ion par rapport a` une mesure convenable des ope´rateurs de rang un |z,m, q〉 〈z,m, q| donne
lieu a` l’e´galite´
(1.21)
∫
Cq,m
|z,m, q〉〈z,m, q|dνm,q(z) = 1Hq
laquelle traduit la re´solution de l’identite´ 1Hq de l’espace de Hilbert Hq := L2(Iq, dξ) suppose´
abriter les e´tats quantiques d’un oscillateur harmonique q-de´forme´. Pre´cisement, la mesure
dans (1.21) s’e´crit
(1.22) dνm,q(z) = Nm,q(z)dµq(z)
avec
(1.23) dµq(z) =
∑
j≥0
qj(q; q)∞
(q; q)j
dµj(z),
dµj(z) e´tant la mesure de Lebesgue sur le cercle de rayon ρj = q
1
2
j(1− q)−1/2. Sachant que
la superposition dans (1.18) servira, a` une racine carre´e de Nm,q(z) multiplicative pre`s, de
noyau pour la transformation qu’on se propose de construire, on aura besoin d’une forme
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compacte pour la somme dans (1.18). D’ou` l’inte´reˆt du re´sultat ci-dessous.
Proposition 1.1. Soient m ∈ Z+ et 0 < q < 1. Alors pour chaque z ∈ Cq,m fixe´, la
fonction d’onde de l’e´tat cohe´rent (1.18) a pour expression
〈ξ|z,m, q〉 = (−1)m
( √
2 ωq(
√
2ξ)
qm(q; q)mNm,q(zz¯)
)1
2 1∣∣∣(ze i arccos(ξ
√
1−q
2
)
√
1−q
qm
; q)∞
∣∣∣2
× Qm
(√
1−q
2
ξ;
√
1−q
qm
z,
√
1−q
qm
qz¯|q
)
(1.24)
en termes des polynoˆmes d’AL-Salam-Chihara Qm et ce pour tout ξ ∈ R.
Rappelons que les polynoˆmes qui figurent dans (1.24) se de´finissent a` l’aide de la se´rie q-
hyperge´ome´trique 3φ2 comme suit ([4], p.80) :
(1.25) Qm(x; a, b|q) := (ab; q)m
am
3φ2
(
q−m, aeiθ, ae−iθ
ab, 0
|q; q
)
ou` x =cos θ.
Dans le cas particulier ou` m = 0, on obtient par un remplacement direct ce qui suit.
Corollaire 1.1 Soit 0 < q < 1. La fonction d’onde (1.18) qui correspond au niveau m = 0
est de la forme
(1.26) 〈ξ|z, 0, q〉 =
(√
2 ωq(
√
2ξ)
eq(zz¯)
)1
2 ∏
k≥0
1(
1−√2z¯ξqk(1− q) + z¯2q2k(1− q)) ,
ou` z ∈ Cq,m e´tant fixe´ et ξ ∈ R.
Un tel e´tat cohe´rent ne pourra eˆtre normalise´ que si la variable d’indexation z reste dans le
domaine Cq := Cq,0 = {z ∈ C, (1− q)zz¯ < 1} qui n’est autre que celui de la convergence de
la se´rie eq(zz¯). Ici,
(1.27) eq(u) =
∑
k≥0
uk
[k]q!
,
ou` (q; q)k = [k]q!(1− q)k.
En restant toujours dans le cas m = 0, notons par A2(Cq) le comple´te´ de l’espace des
fonctions holomorphes sur Cq, muni du produit scalaire
〈ϕ, φ〉 =
∫
Cq
ϕ(z)φ(z)dµq(z)
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ou` dµq de´signe la mesure donne´e ci-dessus par (1.23), il est bien connu que cette mesure est
unique a` rendre le syste`me h0,qj (z) = ([j]q!)
−1/2zj une base orthonormale de l’espace A2(Cq)
qui n’est autre que l’espace de Arik-Coon [23]. Dans cet espace, l’ope´rateur d’annulation
des bosons se repre´sente par un ope´rateur aux q-diffe´rence qui tendra vers l’ope´rateur de
de´rivation quand q → 1. A la meˆme limite la mesure dµq deviendra la mesure Gaussienne
sur C.
Dans le cas ou`m est non nul, par un calcul direct, nous e´tablissons la relation de chevauche-
ment entre deux e´tats cohe´rents quelconques.
Proposition 1.2. Soient m ∈ Z+, q ∈]0, 1[ et z, w ∈ Cq,m. Alors, on a
(1.28)
〈z,m, q|w,m, q〉 = q
−m(q−m+1(1− q)zz¯; q)∞
(q−m(1− q)wz¯, q(1− q)zz¯; q)∞
( w¯
z¯
q, q)m
(q; q)m
3φ2
(
q−m, q−m(1− q)wz¯, w¯
z¯
q−m+1(1− q)zz¯, z¯
w¯
q−m
∣∣∣q; q
)
.
D’une autre part, comme il a e´te´ mentionne´ ci dessous cette dernie`re e´galite´ permet de
retrouver par un calcul direct le facteur de normalisation (1.19) en posant z = w. D’autre
part, si l’on introduit la fonction
(1.29) Km,q(z, w) := 〈z,m, q|w,m, q〉
et que l’on de´finisse l’espace A2(Cq,m) des fonctions de carre´ inte´grables sur Cq,m par rapport
a` la mesure dµq dans (1.23) et ayant pour noyau reproduisant la fonction (1.29) alors on
peut e´noncer ce qui suit.
The´ore`me 1. Pour m ∈ Z+ et q ∈]0, 1[. La transformation issue des e´tats cohe´rents (1.18)
est l’isome´trie Bqm : Hq −→ A2(Cq,m), de´finie par
(1.30) Bqm[f ](z) =
(−1)m√
qm(q; q)m
∫
R
Qm
(√
1−q
2
ξ;
√
1−q
qm
z,
√
1−q
qm
qz¯|q
)
∣∣∣(zei arccos(ξ
√
1−q
2
)
√
1−q
qm
; q)∞
∣∣∣2
√√
2 ωq(
√
2ξ)f(ξ)dξ
en tout point z ∈ Cq,m.
De´finition 2.1. L’isome´trie Bqm est appele´e la q-de´forme´ de la transformation de Bargmann
polyanalytique.
Corollaire 1.2. La q-de´forme´e de la transformation de Bargmann qui correspond au cas
analytique m = 0 est l’isome´trie Bq0 : Hq −→ A2(Cq), de´finie par
(1.31) B0q [f ](z) =
∫
R
(∏
k≥0
1(
1−√2zξqk(1− q) + z2q2k(1− q))
)√√
2 ωq(
√
2ξ)f(ξ)dξ.
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Bien entendu, comme il fallait s’y attendre l’e´quation (1.31) permet de retrouver la trans-
formation de Bargmann classique (1.2) lorsqu’on fait tendre q vers 1. Cela se justifie par les
limites
(1.32) lim
q→1
∏
k≥0
1(
1−√2zξqk(1− q) + z2q2k(1− q)) = e
√
2ξz−1
2
z2
et
(1.33) lim
q→1
ωq(u) =
1√
2π
e−
1
2
u2
qui furent e´tablies dans ([21], p. 381-382) avec la notation ω = v˜.
Remarque 1.1. Dans le cas m = 0, si l’on pose
(1.34) z = 2α , ξ =
√
2√
1− q cos θ
et que l’on de´signe par φ0(θ) la fonction telle que
(1.35) (φ0(θ))
2 =
√
2 ωq
( √
2√
1− q cos θ
)
on peut alors s’assurer que l’expression ainsi obtenue a` partir de (1.26)
(1.36) (eq(4αα¯))
−1
2
[
φ0(θ)
1
(2αeiθ; q)∞(2αe−iθ; q)∞
]
ne diffe`re que par le facteur de normalisation (N0,q(2α))−1/2 de celle des e´tats cohe´rents que
Odake et Sasaki ont construit “a` la Glauber ”pour l’oscillateur harmonique q-de´forme´ ([22],
p.144, Eq.52).
2. Esquisse de de´monstration des re´sultats
Pour e´tablir l’e´nonce´ de la Proposition 1.1 dont on s’est servi pour conclure le re´sultat
principal, on commence par remplacer le quantite´s ϕqj(ξ) et h
m,q
j (z) qui interviennent dans
(1.18) par leurs expressions dans (1.12) et (1.15) respectivement. Cela conduit a` la somma-
tion suivante
|z,m, q〉 = (Nm,q(zz¯))−
1
2
∑
j≥0
(−1)m∧j(q; q)m∨jq(
m∧j
2 )
√
1− q|m−j||z||m−j|e−i(m−j)θ
(q; q)|m−j|
√
qmj(q; q)m(q; q)j
× Pm∧j
(
(1− q)zz¯; q|m−j||q)
√√
2ωq(
√
2ξ)
(q; q)j
Hj
(√
1− q
2
ξ|q
)
.(2.1)
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Dore´navant, on s’inte´ressera qu’a` la somme qui apparaˆıt dans (2.1) et qu’on ree´crit sous la
forme de deux morceaux S(<∞) (z, q,m; ξ) + S(∞) (z, q,m; ξ) ou`
Sq(<∞)(m, z; ξ) =
m−1∑
j=0
(−1)j(q; q)mq(
j
2)
√
1− qm−j z¯m−j
(q; q)m−j
√
qmj(q; q)m(q; q)j
Pj
(
(1− q)zz¯; qm−j|q)ϕqj(ξ)
−
m−1∑
j=0
(−1)m(q; q)jq(
m
2 )
√
1− qj−mzj−m
(q; q)j−m
√
qmj(q; q)m(q; q)j
Pm
(
(1− q)zz¯; qj−m|q)ϕqj(ξ),(2.2)
et
S(∞) (z, q,m; ξ) =
(−1)mq(m2 )(z√1− q)−m
√√
2ωq(
√
2ξ)√
(q; q)m
∞∑
j=0
√
(q; q)j Y
j
(q; q)j−m
× Pm((1− q)zz¯; qj−m|q)Hj(X|q)√
(q; q)j
(2.3)
avec Y = z
√
1−q
qm
et X =
√
1−q
2
ξ . En faisant appel a` l’identite´ ([14], p.3) :
(2.4) Pn(x; q
−N |q) = xN (−1)−NqN(N+1−2n)2 (q
N+1; q)n−N
(q1−N ; q)n
Pn−N(x; qN |q)
que ve´rifient les poˆlynomes de Wall et ce pour les parame`tres N = j − m,n = j et x =
(1 − q)zz¯, on peut se convaincre que la somme finie vaut effectivement ze´ro. Concernant la
somme infinie, on ree´crit le polynoˆme de Wall comme suit
(2.5) Pm(x; q
j−m|q) = 1
(qj−m+1; q)m
∞∑
r,k=0
(q−m; q)r+k
(qx)r
(q; q)r
(qj+1)k
(q; q)k
.
Cette formule peut eˆtre de´duite de la formule ge´ne´ratrice
(2.6)
+∞∑
r,k=0
Pr+k(a, b) t
r
(q; q)r
sk
(q; q)k
=
(bs; q)∞
(as; q)∞
2φ1
(
b/a, 0
bs
|q; at
)
des polynoˆmes de Cauchy Pn et de (1.13) qui exprime les polynoˆmes Pn de Wall en termes
de 2φ1. Cela donne
S(∞) (z, q,m; ξ) =
(−1)mq(m2 )(z√1− q)−m
√√
2ωq(
√
2ξ)√
(q; q)m
∞∑
j,r,k=0
Y j
(q; q)j−m(qj−m+1; q)m
× (q−m; q)r+k (qξ)
r
(q; q)r
(qj+1)k
(q; q)k
Hj(X|q)(2.7)
que l’on ordonne
S(∞) (z, q,m; ξ) =
(−1)mq(m2 )(z√1− q)−m
√√
2ωq(
√
2ξ)√
(q; q)m
∞∑
r,k=0
(q−m; q)r+k
(qξ)r
(q; q)r
qk
(q; q)k
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(2.8) ×
∞∑
j=0
(Y qk)j
(q; q)j
Hj(X|q)
de sorte a` pouvoir utiliser la fonction ge´ne´ratrice des polynoˆmes q-Hermite continus. Ainsi,
l’e´quation (2.8) devient
S(∞) (z, q,m; ξ) =
(−1)mq(m2 )(z√1− q)−m
√√
2ωq(
√
2ξ)√
(q; q)m
1
|(eiθY q; q)∞|2
×
∞∑
k=0
(eiθY ; q)k(e
−iθY ; q)k
(q; q)k
qk
∞∑
r=0
(qξ)r
(q; q)r
(q−m; q)r+k.(2.9)
A ce stade on applique l’identite´ ([24], p.2):
(2.10)
∑
n≥0
(λ; q)m+n
(q; q)n
tn =
(λ; q)m
(λt; q)m
(λt; q)∞
(t; q)∞
, |t| < 1, |q| < 1,
dans le cas des parame`tres λ = q−m et t = qξ. Ce qui nous fait aboutir a` la forme
S(∞) (z, q,m; ξ) =
(−1)mq(m2 )(z√1− q)−m
√√
2ωq(
√
2ξ)√
(q; q)m
(q1−mξ; q)∞
(ξq; q)∞|(eiθY ; q)∞|2
×
∞∑
k=0
(q−m; q)k(eiθY ; q)k(e−iθY ; q)k
(q1−mξ; q)k
qk
(q; q)k
.(2.11)
On reconnait la somme qui figure dans la dernie`re expression comme e´tant la se´rie q-
hyperge´ome´trique
(2.12) 3φ2
(
q−m, Y eiθ, Y e−iθ
q
√
1−q
qm
z¯, 0
|q; q
)
,
qui au fait contient un nombre fini de termes et de´finit le polynoˆme d’Al-Salam-Chihara
(2.13)
Y m
(q1−mξ; q)m
Qm(X ; Y, q
√
1− q
qm
z¯|q).
Enfin, en tenant compte de tous les pre´facteurs qui ont apparu lors du calcul dans chacune
des e´tapes pre´ce´dentes, on aboutit a` la forme de la fonction d’onde de l’e´tat cohe´rent de´fini
dans (1.24) moyennant le facteur de normalisation Nm,q(z). Ce dernier s’obtient on posant
z = w dans la relation (1.28). Finalement on dispose d’une expression compact de la fonction
d’onde permettant de conclure le re´sultat du the´ore`me.
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